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I Extracto:

EN la mayor parte de los criterios de valoracién de derivados se
utiliza el arbitraje como elemento de referencia para determinar
si el contrato estd valorado equitativamente o no. Pero la ausen-
cia de oportunidad de arbitraje implica que la relacién entre pre-
cios y cantidades sea lineal y que en todo momento se deba ajus-

tar dicha relacién a las condiciones imperantes en el mercado.

En este trabajo se pretende estudiar el problema de valoracion de
los derivados sobre titulos de renta fija aplicando la técnica de valo-
racion cupon cero y el modelo binomial, con el fin de tratar de
determinar el sistema de fijacion de precios tedricos que mejor se
ajusta al precio vigente en todo momento en el mercado financie-

ro correspondiente.
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|. PRESENTACION

Lautilizacion cada vez mayor por parte de las empresas de |os instrumentos financieros deri-
vados implica que los criterios de val oracién empleados tengan unaimportanciarelevante ala hora
de verificar la bondad del precio vigente en el mercado; en otras palabras, |os administradores de
carteras deben tener unos criterios solidos en los que basarse, tanto ala hora de decidir la operacion
financiera que deseen llevar a cabo, como durante el seguimiento y liquidacion de la misma.

Dado que lainmensa mayoria de las operaciones sobre instrumentos financieros derivados
constituyen operaciones denominadas «fuera de balance», puede llevarnos a la conclusion de que
no entrafian riesgo y que € resultado de la operacion solo se materializara cuando finaliza la opera-
€ion; pero dado que se pueden mantener abiertas las posiciones en |os mercados de derivados inde-
finidamente siempre y cuando se cubra Unicamente la garantia (que como sabemos es minima ya
gue se trata de operaciones con un alto grado de apalancamiento) que exigen las camaras de com-
pensacion de dichos mercados. Al final del proceso, y llegado el caso de que no se puedan cubrir las
garantias, es cuando se cae en la cuenta de que las pérdidas se materializarén todas de unavez, y
normal mente es demasiado tarde para intentar enmendar.

En este trabajo pretendemos tan solo estudiar el problema de valoracidn referido exclusiva-
mente a los instrumentos financieros derivados de renta fijay analizaremos |os sistemas de valora-
cion o métodos de fijacion de precios tedricos que se ajustan mejor para explicar € precio de mer-
cado vigente en cada momento.
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I1. PROBLEMAS QUE PLANTEA LA ELECCION DE UN CRITERIO DE VALORACION

Se presentan algunos problemas cuando se trata de val orar |os instrumentos financieros deri-
vados sobre tipos de interés; € primer problema que debemos resolver se refiere a que € tipo de
interés no es un precio; tampoco es un titulo negociable en el sentido de que sea objeto de compra-
venta en los mercados financieros: es sencillamente una variable subyacente de los contratos de
instrumentos financieros derivados sobre tipos de interés, y en un sentido més concreto un tipo de
interés es un bien en su acepcion econdmica mas amplia.

Cuando en un mercado se negocialacompraventa de un bono sefijaun precio, |o mismo ocu-
rre cuando se trata de la cesion de un préstamo; en ambos casos existen dos tipos de interés subya-
centes a la operacion de compraventa: € tipo de cup6n en el primer caso y €l tipo de interés con-
tractual del préstamo en el segundo; ademés, en ambos casos el comprador tratadefijar el precio en
funcion del tipo de rentabilidad que espera obtener de su inversion, el cual es funcion del tipo de
interés nominal del titulo de rentafija objeto de contratacién, y es con referencia a este tipo nomi-
nal que los mencionados titulos toman el calificativo defija, ya que larenta proporcionada es cons-
tantealolargo detodalavidadel mismoy sblo se puede ver af ectada por razones de «riesgo de cré-
dito» (atrasos en los pagos de intereses y/o de amortizacion del principal, suspensiones de pagos,
quiebras, etc.). En cambio €l tipo de rentabilidad obtenido por el comprador depende (ademés del
tipo de interés nominal) de las caracteristicas del titulo de renta fija como puede ser su forma de
amortizacion o de recuperacion del capital, clausulas de cancelacién o amortizacion parcial antici-
pada, etc., que influyen decisivamente en larentabilidad que en definitiva obtiene el comprador del
titulo.

El problema siguiente con el que nos enfrentamos tiene que ver con lamedicion de laren-
tabilidad y la determinacion del grado defiabilidad de alcanzar tal tipo de rentabilidad en el futu-
ro, caso de que su realizacion sea incierta. La determinacién del tipo de rentabilidad se hace
mediante el cdlculo del TIR (tanto interno de rentabilidad) que tiene como definicion aquel tipo
de interés que iguala €l precio pagado por el comprador con la suma de los valores actuales de
los ingresos que esperarecibir del titulo en el futuro. Como sabemos, para que al final del pro-
ceso €l tipo de rentabilidad obtenido sea por lo menosigual a TIR, todos |os ingresos interme-
dios se deben reinvertir inmediatamente a haberse producido aun tipo igual o mayor a TIR, cir-
cunstancia que introduce un elemento mas de incertidumbre en el proceso del calculo del tipo de
rentabilidad del titulo, lo cual dependera de la coyuntura de mercado en cada momento en que
se produzca lareinversion.
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VALOR TEORICO DE
UN TiTULO DE RENTA FIJA

PRECIO DE MERCADO

Influye en la determinacion del

TIPO DE RENTABILIDAD
QUE EL COMPRADOR
ESPERA OBTENER

Que a su vez depende de

1. CARACTERISTICASDEL FLUJO DE INGRESOSDEL TiTULO
DERENTAFIJA,y
2. EVOLUCION FUTURA DE LOS MERCADOS FINANCIEROS

Si paracontrarrestar |os efectos negativos o perjudiciaes que sobre €l tipo de rentabilidad pue-
den tener tanto 1 como 2, el comprador del titul o suscribe una operacion de coberturacon alginins-
trumento financiero derivado, se enfrenta nuevamente a un problema de valoracion con el fin de
determinar el precio equitativo del titulo financiero que desea comprar o vender o de otra operacion
de cobertura que desee contratar (1).

(1) Dadaslas caracteristicas peculiares de los mercados de derivados no podemos asegurar ahorasi se trataré de una opera
cion de compra, de venta o de otra contratacion distinta.
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Al finalizar la operacion de cobertura comparard | os resultados obtenidos en ambos merca-
dos, y si lacobertura haresultado ser necesariay se hallevado a cabo correctamente, |os beneficios
obtenidos en el mercado de derivados deben compensar |a pérdida ocasionada en el mercado finan-
ciero principal, si |a operacion de cobertura resulta ser innecesaria habra cosechado pérdidas en el
mercado de derivados | as cuales disminuirén los beneficios de la operacidn financiera principal .

Vemos pues que la valoracion en el mercado de instrumentos financieros derivados tiene una
importanciacrucia yaque de ella depende labondad de la operacion de cobertura (y no digamos de
una operacion de especulacion). De tal valoracion sélo podemos afirmar, en principio, que viene
influenciada por €l valor que tenga € titulo subyacente en €l mercado principal, es decir, € precio
de un contrato de futuros sobre bonos del Estado depende en primer lugar del precio de los bonos
entregables en e momento de laliquidacién del contrato, pero de esta afirmacién no podemos extraer
ninguna conclusion vélida, yaque en el precio del propio instrumento de cobertura entra como ele-
mento definidor el valor del titulo que deseamos proteger. En definitiva precisamos establecer un
model o que nos permitavalorar un flujo deingresos futuro sometido aun determinado nivel deincer-
tidumbre.

En el caso de un vendedor detitulos de rentafija (prestatario), si bien los problemas alos que
se enfrenta en el mercado financiero donde capta los recursos es distinto a del inversor, no es muy
diferente su posicién ante el problema de la valoracion de los instrumentos financieros derivados.
Asi como el comprador desea obtener una rentabilidad lo mas altay estable posible, el prestatario
desea obtener recursos a un tipo de coste reducido en todo momento de la vida del préstamo; para
conseguirlo puede acudir a los mercados de instrumentos financieros derivados y su actuacion en
tales mercados estara guiada siempre por la blsqueda de cobertura, teniendo en cuentaque al igual
que en el caso del inversor, la cobertura tiene un coste, y que utilizar cobertura sin ser necesariale
puede originar un coste de los recursos todavia mayor.

L as operaciones més habitual es para conseguir reducir €l coste de los fondos o para estabili-
zarlo son los swapstanto detipos de interés como de divisas, |0s acuerdos sobre tipos de interés futu-
ros (FRA's), los contratos CAP sobre tipos de interés, y |0os més tradi cional es consi stentes en operar
en los mercados de futuros y de opciones sobre tipos de interés. La actuacion en cualquiera de estos
mercados requiere conocer |os mecanismos de formacidn de precios con € fin de conseguir €l obje-
tivo ultimo planteado por e prestatario: reducir al minimo el coste de |0s recursos.

I11. PROPIEDADES DE UN SISTEMA DE VALORACION

Antes de aceptar como valido un sistema de val oracion, debemos estudiar |as propiedades que
son deseables que deba cumplir; a igual que ocurre en cualquier sistema de determinacion de pre-
cios cuantas méas condiciones (de tipo financiero o no) se impongan menos sistemas de valoracion
vélidos se podran encontrar, por €llo las condiciones impuestas deben estar ampliamente justifica-
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das. Dgjando para més adelante su justificacion sélo impondremos dos condiciones: el sistema de
valoracion propuesto debe admitir la propiedad de linealidad y no debe permitir el arbitraje, 0 si se
prefiere debe asegurar la ausencia de arbitrajelibre deriesgo.

Por linealidad entendemos |apropiedad siguiente: si unaunidad de un titulo financiero Atiene
un precio p,, un conjunto de X, unidades de tal titulo tendracomo valor px,, y Si otro titulo B tiene
como valor unitario py, y poseemos X, unidades de esta clase de titulos, €l valor conjunto de |a car-
teraformada por las cantidades indicadas de ambos titulos es:

PaXa + PpXp @)

Aunque sea una propiedad que hasta cierto punto se puede considerar trivial, lo cierto es que
muchas veces en los mercados financieros el precio de un titulo no sirve paravalorar € precio deun
paguete formado por un elevado nimero de titulos y reciprocamente, a partir del precio atribuido a
un paguete de titulos no se puede deducir cudl es €l precio unitario del titulo en general.

Esta propiedad de linealidad la cumple, por gemplo, el criterio del valor actual aplicado a
flujo deingresos futuros de un titulo de rentafija. Hallado €l valor actual del flujo deingresos de un
titulo A: Aq, Ag, ..., Ay

Pa = Vo (A) =2 A (1+ i) @

el valor actual de x4 titulos esigual ax, veces el valor actual hallado.

Si ademas:
Py = Vo (B) =2, B (1+ i) ®

es el valor actual de otro titulo B, el valor de una carteraformada por x, y X, titulosde clase Ay B
respectivamente, ser&

n n
% 2 ALY+ 2 2B (L= ot + P (4
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Para entender claramente € significado de arbitrgje libre de riesgo consideremos el sistema
devalor actua deun flujo de ingresos basado en el tanto interno derentabilidad (TIR). Supongamos
gue los tipos de bonos cupdn cero alos plazos de amortizacion indicados son los siguientes:

PLAzos TiPos
1a00 oo 7%
2a0S ..o 7'5%
3aM0S ..coceeeereeeen, 8%
TABLA1

Queremos saber cud es el cupdn que debe percibir un bono de nominal 100.000 pesetas que
se emite hoy alapar y que se amortiza a cabo de 3 afios por € nominal, para que esté en paridad
con la estructura de tipos dada. Supondremos que todos |os bonos pertenecen a la misma clase de
riesgo y que ninguno de los bonos considerados tiene riesgo de crédito.

Debemos resolver unaecuacion que iguale €l valor actual del precio de emision del bono con
la suma de los valores actuales de su flujo de ingresos, viniendo reflegjado el flujo deingresosen la
siguiente tabla:

INSTANTES FLUJO DE INGRESOS
Final del primer afio ..... Cupodn (c)
Final del segundo afio .. Cupon (c)
Final del tercer afio ...... Cup6n (c) + 100.000
TABLA?2

El vaor actual de cada uno de los items del flujo de ingresos del bono es:

c c ¢+ 100.000

1 1y1

107 (1'075)2 (1'08)3
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De donde resulta la ecuacion:

c c ¢+ 100.000
100.000 = + + ©)

107 (1'075)2 (1'08)3

Unavez resuelta se obtiene que € valor del cupon debe ser igual a 7.948'6539817 = 7.949 pe-
setas; 0 de manera equivalente el tipo de cupdn del bono ala par debe ser del 7'94865% anual .

Esdificil que en larealidad se plantee una situacién como la de este g emplo ya que es bas-
tante improbabl e que se conozcan los tipos de rentabilidad de los bonos cupén cero para cualquiera
y cada uno de los plazos posibles, pero de todas formas para al canzar €l objetivo que perseguimos
conviene seguir asi, sin pérdida de generalidad.

Supongamos que llevamos el andlisis un poco mas lgjos; aplicando los conocimientos mas
elementales acerca de |os bonos, sabemos que si un bono cotizaala par, €l tipo de cupdny el tanto
interno de rentabilidad deben coincidir.

Asi, si descontamos €l flujo de ingresos del bono al tipo del 7'94865%, resulta:

7.948'65 7.94865  7.948'65+ 100.000
+ + =
(1'0795) (1'0795)2 (1'0795)3
= 7.363 + 6.821 + 85.816 = 100.000 (6)

valor que, en principio, nos permite la sustitucion de la estructura de tipos de latabla 1 por un solo
tipo de interés; pero un andlisis mas detallado de | os resultados parcial es obtenidos nos debe llevar
aunareflexion mas profunda.

Si sustituimos en la ecuacién (5), ¢ por su valor y realizamos el célculo indicado resulta:

7.948'65 7.948'65 7.948'65 + 100.000
+ + =
(1'07) (1'075)2 (1'08)3
= 7.429 + 6.878 + 85.693 = 100.000 @)
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La comparacion entre los valores actuales parcial es |a efectuamos en la siguiente tabla:

VALORACTUAL CALCULADO CON:

CURVA DE TIPOS

) TIR
CUPON CERO

7.429 > 7.363

6.878 > 6.821

85.693 < 85.816

TABLA3

Cualquiera que sealacurvadetipos elegida el resultado final es el mismo, pero utilizando la
curva de tipos cupdn cero, los dos primeros cupones tienen un valor actual mayor, mientras que €l
valor actua de los ingresos del tercer afio son mayores descontados a TIR. ¢Cudl es el resultado
mas correcto? |ndudablemente el obtenido utilizando la curva de tipos cup6n cero, yaque esrea y
reflejade maneracorrectael comportamiento futuro delostipos de interés de mercado, mientras que
laotrano deja de ser un célculo (y, mas concretamente, un valor medio).

Esindiscutible que ambos métodos cumplen lapropiedad de linealidad de un sistemadeval o-
racion, en cambio el método TIR no esta libre de arbitrgje. Se podrian comprar en €l mercado de
strips cupones con vencimiento a1y a 2 afios descontados al tipo TIR y venderlos simultaneamen-
te descontados al tipo cupdn cero. Alternativamentey en el mismo mercado se podrian comprar prin-
cipales y cupones con vencimiento el tercer afio actualizados a tipo cupén cero y vender simulta
neamentelamismacantidad y a mismo plazo descontadas a tipo TIR. Como estetipo de operaciones
simultaneas de compraventa se pueden hacer sin limite de unidades el beneficio seriainfinito aun
coste nulo.

Vamos aformalizar lo que hemos visto hasta ahora, en particular €l sistema de actualizacion
mediante |os tipos de actualizacién de los bonos cupon cero, y vamos a demostrar que si se puede
deducir tal sistema de precios no existiran oportunidades de arbitraje sin riesgo en € mercado de
bonos, y, en consecuencia, en cual esquiera mercados en |0s que se negocien titulos derentafija, y a
continuacién extenderemos el andlisis alos demas mercados en |os que el riesgo esta presente en el
mercado.

- 226 - ESTUDIOS FINANCIEROS n.° 168

Esta obra esta bajo una Licencia Creative Commons BY-NC-ND 4.0



| INSTRUMENTOS FINANCIEROS DERIVADOS DE RENTA FIJA: CRITERIOS DE VALORACION | César Villazon Hervas y Lina Sanou Vilarrondona

IV. FORMALIZACION DE LA RELACION DE ARBITRAJE

Béasicamente existen dos formas de expresar la relacién de arbitraje o mejor dicho la ausen-
cia de oportunidad de arbitraje en un mercado; unala acabamos de indicar a final del jemplo del
epigrafe anterior y de maneramés formal la podemos enunciar de la siguiente manera:

En un mercado no se puede obtener un beneficio positivo aun coste nulo o negativo, o
mejor todavia, toda operacion en la que se obtenga una ganancia positiva debe tener un
coste positivo estrictamente hablando, es decir:

AUSENCIA DEARBITRAJE = BENEFICIO = 0 = COSTE > 0

de forma que s € beneficio es positivo el coste también o debe ser, 1o cual se traduce como una
maxima de mercado sin oportunidad de arbitrgje que afirma «un individuo no puede conseguir
algo a cambio de nada».

En los mercados financieros en general (aunque sean de derivados) se puede utilizar la con-
dicion de arbitraje como un principio que sirve de base paralavaloracion de flujos de ingresos tanto
si son de carédcter al eatorio (con distribucién de probabilidad conocida), como si son de caracter fijo.
Dicho principio de valoracién en ausencia de arbitraje se expresa de la siguiente forma:

Dostitulos financieros o dos carteras que produzcan € mismo (idéntico) flujo de
ingresos deben tener el mismo precio en e mercado.

En efecto, supongamos dos carteras Qq y Q,, que producen las mismas rentas, tuvieran pre-
ciosdiferentesp; y p,, siendo, por giemplo, p; < p,, entonceslacarteraQ, — Q, constituye unaopor-
tunidad de arbitraje, yaque lamencionada carteratendria un precio negativo: p; —p, < 0, y unflujo
de ingresos nulo, ya que |as dos carteras proporcionan la misma renta.

V. DETERMINACION DEL PRECIO DE UN TiTULO NUEVO

Consideremos un mercado financiero en el que se negocian n titulos A= (Aq, Ay, ... Ay,) Cuyos
precios unitarios vienen dados por e vector fila: p = (pq, Po.... Py)- Supongamos que una entidad
emite un nuevo titulo o que en el mercado aparece un nuevo producto financiero cuyo flujo deingre-
sos dependera de cudl sealasituacién del mercado en aquel momento. Si como siempre lasituacion
del mercado lareflejamos a partir del estado de la naturaleza, €l flujo de ingresos previsto (para el
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primer periodo) vendra dado por W= (W, W5,...W,)), indicando los subindices (1, 2, ..., n) los res-
pectivos estados de la naturaleza. Como podemos observar consideramos que existen tantos activos
en & mercado como estados de la natural eza se puedan presentar, restriccion que justificamos mas
adelante en el epigrafe VIII.

Los activos financieros existentes en el mercado (A, A,,...A,,), también ofrecen un nivel de
ingresos seguin cudl sea €l estado de la naturaleza. Si designamos por r €l ingreso proporcionado
por cada unidad poseida del titulo i cuando €l estado de la naturaleza es e, la matriz r de ingresos
vendra dada por:

[ | |
rn rlz o rll e rln
r21 r22 e r2| e r2n
r= ®)
ret Te2 -+ e - Ten
i T2 - Tni - Tm
| [

Deseamos formar unacarteraQ = (Qq, Q,...., Qp), enlaque Q; designala cantidad de titulos
poseidos de la clase A;, que duplique exactamente el flujo de ingresos del titulo.

El flujo deingresos esperado del titulo en el estado eesW,, y €l flujo de ingresos esperado en
tal estado de lostitulos poseidos en la carteraesigual a

n

re1Qp + repQo + .o + 1gQ + ... + 15Q, =; reQ; Ve=12..,n 9

Si los ingresos proporcionados por la cartera han de duplicar exactamente el ingreso propor-
cionado por el nuevo titulo en todos y cada uno de los estados de la naturaleza, se debe cumplir:

We = ; reQ Ve=12..n (10)

La composicion de la cartera se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones:
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rQp + rpQo + o + Qg + o+ 1Qy = Wy

rp1Qq + Qe + o + 1Q + ..+ 130Qy = W,

(11)
re1Qp + regQo + oo + 1gQ; + oo+ 15Qn = We

MiQr + Qe + ..o + 1yQ + oo + 1y Qp = W,

Sistema que tendra una solucién Gnica siempre que la matriz de ingresos de los titulos tenga
rango igua an, lo cua significa que los titulos tienen ingresos independientes, y que ningln activo
yaexistente esta formado por una combinacién lineal de otros también ya existentes en € mercado.
Asimismo consideramos que los estados de la naturaleza forman un conjunto independiente.

Unavez calculada la composicion de la cartera podemos hallar €l precio que debemos pagar
para poder formarla, que en este caso seria:

P.Q=pQ1+ P+ ... +pQy

n (12
p.Q= ; PiQ;

gue evidentemente debe coincidir con la suma que esta dispuesto a pagar €l inversor para formar
dicha cartera, que designaremos como lariquezainicial:

W0O) =p.Q (13)

Dado que esta carterageneraun flujo deingresos de W, en €l estado 1, de W, en el estado 2, etc.,
de W, en €l estado n, los cuales coinciden con €l flujo de ingresos del nuevo titulo, el precio de éste
debera (en ausencia de oportunidades de arbitraje), ser el mismo que el de la cartera, ya que ambos
producen el mismo flujo de ingresos, es decir:

W(0) = p . Q = PRECIO UNITARIO DEL NUEVO TiTULO (14)
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1. Aplicacion: limites del precio de una opcién de compra sobre bonos.

Tratemos de determinar el precio de una opcién europea de compra (call) sobre un bono. Sea
B ¢ precio vigente hoy de un bono y consideremos que en el momento del vencimiento delaopcion
solo se pueden presentar dos estados de la naturaleza (A, B), uno de alza de precios (baja en los
tipos de rentabilidad de los bonos) y otro de bajaen el precio del bono (lo cual representaun alzaen
los tipos de rentabilidad), segin €l siguiente esquema:

B
Precio del

bono hoy

Bb

Posibles precios del
bono a la expiracion
delaopcion

Si el precio de gercicio de la opcion de compraes K con Bb < K < Ba €l ingreso neto pro-
porcionado por laopcion sera:

Ba — K enel estado A

0 en€l estado B

Construyamos unacartera Q (Q,, Q,), formada por una cantidad Q, detitulos del activo libre
de riesgo cuyarentabilidad unitariay por periodo designamos por r, y por unacantidad Q, de bonos
idénticos al subyacente de la opcion cuyo precio total sera Q,b. Con esta cartera queremos duplicar
¢l flujo de ingresos procedente de la opcion en cada uno de |os estados de |a natural eza, con lo que
tendremos las siguientes ecuaciones:
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VALOR DE LA CARTERA VALOR DE LA OPCION

Estado de la naturaleza A: Qi (1+r) + Q,Ba Ba — K (15)

Estado de la naturaleza B: Qi (1+r) + QBb

0 (16)

Dehido alas condiciones particulares impuestas a esta aplicacion, siempre tendra solucion €
sistema planteado con respecto ala composicién de la cartera, obteniéndose:

b (Ba—K) Ba-K
Q=-—— Q=— 17
(A+r)(a=-b) (a-b)B

Esta solucion significa que ha de construir una cartera Q de la siguiente forma: se debe pedir

b (Ba—K
prestado al tipo libre deriesgo la cantidad # y sedebeinvertir en lacomprade bonos
(1+r) (a-h)
Ba—-K . . " S
QB = .Como que al final del periodo, que coincide con lafechade expiracién dela
(a-b)

opcion, se obtendra de la cartera los mismos ingresos que con la opcidn en cada estado de la natu-
raleza, tendremos que el precio de coste de formacion de la cartera, ser&

(Ba—K) (1+r—h)
PQ=0Q;x1+ Q xB-= (18)
(1+r1) (a-b)
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- 1

Ejemplo:

Tratemos de calcular el precio de una opcidn de compra europeaa 6 meses
al precio de gjercicio de 1.050 sobre un bono cuyo precio ex-cupdn vigen-
tehoy en el mercado es de 1.040 considerando que en losdos posibles esta-
dos de lanaturaleza, el precio del bono puede ser de 1.144 en el estado A
(a=11) yde94545enel estado B |b = (1'1) = 1_ sendod tipo
libre de riesgo a 6 meses del 5%. 11

El valor de laopcion en lafecha de vencimiento de lamismaees:

Méx (1.144—1.0500) = 94 en el estado A
Méx (94545 — 1.0500) = O end estado B

La cartera que duplicalos valores de la opcidn en cada uno de los estados
esta formada por:

(1'1)1 x (1.040x1'1—1.050)
Q = - = -426'30
(1+005) x (I'1 —-1/1'1)

(19
1.040 x 1'1 —1.050
Q= - = 04734
1.040 x (1'1 —1/1'1)
El valor inicial delacarterasera&
-426'30 x 1 + 04734 x 1.040 = - 42630 + 492'38 = 66077 (20)

que es € precio de la opcion de compra, ya que la cartera duplica exacta
mente e flujo deingresos de laopcidn en cadauno de los estados de lanatu-
raleza como comprobamos a continuacion.

VALOR FINAL DE LA CARTERA EN EL ESTADO A:
-426'30 x 105 + 04734 x 1.040 x 1'1 = - 44762 + 54162 = 4 (21)
VALOR FINAL DE LA CARTERA EN EL ESTADO B:
-426'30 x 105 + 04734 x 1.040 x 1/1'1 =-44762 + 44762 = 0 (22)

Valores que coinciden con los de la opcién para cada posible estado.
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VI. DETERMINACION DE LOS PRECIOS DE ESTADO

Acabamos de establecer el precio de un nuevo titulo en funcion de los precios de activos exis-
tentes en € mercado; pero sabemos quelo normal esdeterminar e precio deun titulo en funcién
delosingresos que se esperan obtener del mismo, es decir:

P=fW,W,..W) = P=fW) (23)

Los precios de |os titulos existentes en el mercado, p;, i = 1, 2, ..., n, vendran determinados
por los flujos de ingresos que se esperan obtener en todos y cada uno de los estados de la naturale-
za, es decir, p; esfuncion de rqq, roq,..., g, --- 1y S parasimplificar suponemos que la relacion
entre ambos es lineal y designamos por 7y, 7y, ..., T, ..., T, 18 constantes de la combinacion lineal,
podemos formar el sistema de ecuaciones:

P1
P2

1 + ol 91 + ...t Tl e1 + ...t Tl 1

ﬂlr 12 + 7T2r22 + ...+ ﬂerez + ...+ 7tnl’n2
(24)
P = mry + mly + ... F Tl g + o Ty

pn = nlrln + 7[2r2n + ...+ ﬂ'eren + ...+ ﬂ'nrnn

que también podemos expresar en formamatricia: pT = rTrx.

Este nuevo sistema tendra solucion yaque el determinante del sistemaes el mismo que el del
sistema (11), porque lamatriz de coeficientes es la transpuesta de la de dicho sistema.

Unavez resuelto €l sistema, lainterpretacion de la solucion © = (7, 7o, ..., T, ..., T,), €S
evidente: el flujo de ingresos de todos | os titul os considerados en un estado particular de la natura-
leza e, estan multiplicados por 7., en consecuencia, m, es el «precio» que cabe atribuir a tal estado
de la naturaleza (posteriormente, y en algun caso particular, haremos una interpretacion cuantitati-
vamas concreta).

Con € fin de precisar mas larelacion entre el precio de la carteray los ingresos producidos
por éstavamos a premultiplicar la ecuacion p' = rTr por QT, resultando:

Q. p'=Q"T.(rT. 7z = p.Q=xa".r.Q (25)
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y como por (13) sabemos que pQ eslariquezainicial W(0), resulta:
WO) =nx.r.Q (26)

Sustituyendo r por su expresion (8), Q por (Qq, Qo, ..., Qg ... Q) Y wpor (7, o, ..., Tgy --us
), Yy efectuando operaciones, tenemos:

WO) = m ;Qirli + ; Qg + ...+ ”e; Qfg * ...+ ”n;Qirni =

n

= Wy + Wy + ot T + ot W, = Zi PRA @7

Esta expresion eslaque permite afirmar con rotundidad que los componentes del vector 7z son
los precios de cada estado de la naturaleza.

1. Aplicacion: célculo del precio de una opcion en funcidn de los beneficios esper ados.

Apliquemos el resultado obtenido a g emplo que venimos considerando, teniendo en cuenta
las siguientes particul aridades:

» El vector de precios esté formado por p = (1, B), yaque el precio de una unidad moneta-
riainvertidaen el activo librederiesgo es 1y e precio vigente del bono es B.

» Cuaquieraque sea el estado delanaturaleza, el flujo de ingresos del activo libre de ries-
goes(1+r).

» Elvdor del bonoesBas € estado delanaturdezaes A, y Bb cuando se produce d estado B.

» Por tanto, lamatriz representativa del flujo de ingresos de |os activos en cada estado, es:

1+r 1+
(T = . o (28)
a

» El vector de precios de estado quedareducidoa 7 = [ ZA ] , yaque solo hay dos esta-
dos de la naturaleza. B
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El sistema de ecuaciones que define |os precios de estado, es:

ECUACION REPRESENTATIVA DE LA INVERSION EN EL ACTIVO LIBRE DE RIESGO:

1= 7y L+1) + mg (L+71) (29)

ECUACION REPRESENTATIVA DE LA INVERSION EN EL BONO:

B = ﬂABa+ ﬂ'BBb (30)
Resuelto este sistema, da:
(1+r)-Db a—-(1+r)
T = Ty = — (31)
1+r) (a—b) 1+r)(a-=b)

Para conseguir la correctainterpretacion y significado de los precios de estado podemos sus-
tituir los valores hallados en la ecuacion (26):

W(0) = pQ = 7TrQ (32)
obteniéndose;
b (Ba-K)
1.8 1+r) (a—Db) _ @a+r)->b a—(1+r)
Ba — K (1+r) (a-b) (@+r)(a-b)
(a—b) B
B b (Ba-K)
1+ Ba d1+r) (a=b)
(33)
1+r Bb Ba — K
(a-b) B
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El primer miembro de (33) queda:

b (Ba — K) Ba — K (Ba — K) [(1+7T1) — D]
— + B = (34)
(1+7r) (a-b) (a—b)B (1+7r)(a-b)

expresion que segun (18) esigua aW(0), con lo queda demostrada la primera parte de (32).

En cuanto a segundo miembro de (33), efectuando el segundo de los productos indicados,
resulta:

1+r)-b a—-(1+r) Ba—K

(35
(1+r)(a=h) @+r)(a-b) 0

expresion que teniendo en cuenta (31), (15) y (16), no es més que €l producto del vector de precios
de estado por los ingresos proporcionados por la opcidn en cada uno de ellos, es decir:

[7:1 Ty ] (36)

W
W,

igualdndolaa primer miembro obtenido antes queda completadalademostracion delaproposicion (32).

= 2

Ejemplo:

Aplicando el resultado obtenido al ejemplo que venimos considerando,
teniendo en cuentaque: r = 5%, a= 1'1y que b = (1'1)-1, obtenemos:

105 - (1'1)?

Ty = = 07029478458

105 x (1'1 — v1'11)

11 - 105

g = = 02494331066

105 x (1'1 — v1'11)

o
- 236 - ESTUDIOS FINANCIEROS n.° 168

Esta obra esta bajo una Licencia Creative Commons BY-NC-ND 4.0



INSTRUMENTOS FINANCIEROS DERIVADOS DE RENTA FIJA: CRITERIOS DE VALORACION César Villazon Hervas y Lina Sanou Vilarrondona

ol

Lasumade 7p y 7g esigual a0'95238 que es exactamente igual a inverso
de (1 + 0'05), resultado que podemos establecer de forma general, ya que
Sl sumamos 7 Y 7g de (31) queda:

1+r)—-b a—(1+r) 1
At g = + = (37)
@$+r) (a=b) @+r) (a=b) 1+r

Si tenemos en cuentalas restriccionesimpuestas alosdatos del jemplo las
cualesimplican quer, mp Y 7z SON No negativos, podemos llegar ala con-
clusiéndequemy (1 + 1) y 7z (1 + r) cumplen las condiciones de ser las
probabilidades de alcanzar los estados A y B respectivamente, ya que cum-
plen las siguientes condiciones:

Pr(A) = mp (1+71) = 0 @)
pr(B) = mg(1+71) 2 0
2. pr(A) + pr(B) = 1 (39)

3. Ademésy por hipétesis se verificaquelapr (A N B) = 0 (40)

VII. INTERPRETACION DE LOSPRECIOS DE ESTADO

El resultado que acabamos de deducir en el ejemplo del epigrafe anterior |0 podemos genera-

lizar a cualquier conj

unto de titulos y de estados que cumplan las condiciones indicadas; por este

motivo y para conseguir una correcta interpretacion de los precios de estado debemos introducir de
forma general en el andlisis €l activo libre de riesgo, tal y como hemos hecho en & gjemplo.

Supongamaos, pues, que existetal activoy que su flujo deingresos viene dado por (1 + r) cual-
quieraque sea el estado de la naturaleza. Entonces la primera ecuacion del sistema (24):

pl = n'lrn + 7T2r21 + ...+ ﬂ'el’el + ...+ n’nl’nl (41)
guedariaen laforma:
pp = m@A+r)+ o I+r) + o+ @ (A+r) + L+ m(Lt) (42)
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Como €l activo libre de riesgo tiene un precio igual alaunidad, resulta:

l=m@+r)+ mp@+r)+ ...+ 7(1+r) + ...+ 7 (L+7)
n (43
1=3 m @

Si, como en el gjemplo, designamospor pr(e) = m,(1+r) Ve=1,..n,y, teniendo en cuen-
ta ademés que pr(e) cumple (38), (39) y (40), podemos considerar que 7, (1 + r) eslaprobabilidad
de que alcance el estado ey, en consecuencia, lariqueza atribuida atal estado.

Otrainterpretacion procede de la consideracion directa de la ecuacion (27):

W(0) =2ﬂe(1+r) = @A+n) +F A+ + L+ m LD + L+ (LT (44)

Teniendo en cuenta que W(0) eslariquezainicial, la podemosinterpretar como lasumapon-
derada de | as posibles riquezas que se pueden alcanzar en cada uno de | os estados de la natural e-
za en el periodo posterior al considerado; los factores de ponderacion son los precios de estado
(e = 1, 2,..., n), que cumplen |as condiciones de ser no negativosy de ser menores que launidad,

yaquesu sumaesigual a , en consecuencia, cumplen las condiciones idéneas para ser con-

siderados como factores de actualizacién, ya que multiplicando la riqueza que se alcanza en cada
estado por el «factor de actualizacion m» y sumando se obtiene la cantidad total ainvertir enlafor-
macion de la cartera.

En definitiva, y amodo de conclusién de este apartado, coexisten dos interpretaciones igual-
mente validas de |os precios de estado:

» Laprimeratiene que ver con la probabilidad de a canzar un estado concreto de la natura-
leza, lo cual setraduce en la probabilidad de alcanzar un determinado valor por lacompra
delacartera

» Lasegundaidentificalos precios de estado con los factores de actualizacion; en este sen-
tido se puede afirmar que € valor inicia de unacartera esigual ala sumade los valores
actualizados que puede tomar la cartera en cada uno de | os estados de la naturaleza.

Debemos recalcar que son interpretaciones que se pueden dar alos precios de estado, 1o cual
no quiere decir que sean definiciones de los mismos, y que no podemos tomar partido por ninguna
de ellas, en cada caso particular podremos elegir la que més nos convenga.
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VIII.LIMITESDE LAAPLICABILIDAD DE LAVALORACION MEDIANTE ARBITRAJE

Dado que algunas de las limitaciones de la técnica de valoracion basada en €l arbitraje han
guedado parcialmente encubiertas y se han ido describiendo de manera fragmentada, creemos que
es necesario ponerlas de manifiesto de manera conjunta con el fin de evitar malos entendidos a la
hora de su aplicacion.

Vamos a empezar por €l final porque quizas la Ultima condicion introducida es la méas impor-
tante y la que danombre alatécnica de valoracién; laintroduccién del activo libre de riesgo nos ha
conducido alasustitucion de la primera ecuacion del sistema (24) por laecuacion (42), 1o cual, ade-
mas de permitirnos efectuar una interpretacion de los precios de estado, establece una conclusion
muy importante como es la de que las esperanzas de rendimiento de todos los titulos son iguales
entre si y tienden aigualarse aladel activo librederiesgo: 1+ r.

Laotralimitacién tiene que ver con larelacion que hay entre € nimero detitulosy € nimero
de estados de la naturaleza. En todos los andlisis hemos supuesto que existen tantos titul os (indepen-
dientes) como estados de la natural eza (asimismo independientes) pero es cierto que pueden coexistir
en el mercado en diferentes cantidades, y que en particular es mas 16gico que haya més estados de la
naturaleza que titulos. Esto hace que se deba discutir laexistenciay unicidad de la solucién del siste-
ma (24) como paso previo a analisis posterior. También escierto que sedebe discutir cudlesdelostitu-
|os existentes son |os mas proximos cuando se trata de valorar un titulo nuevo, y especificar en detalle
cudles son los estados de |a natural eza que real mente definen un flujo de ingresos determinado.

Esto nos lleva a un andlisis pormenorizado del modelo de arbitraje en dos fases:

» Enlaprimerafase se anaiza el mercado financiero como un todo, y en estafase sellevaa
cabo €l andlisis global de «todos» lostitulosy se incluyen «todos» los estados de la natura
leza, y es en estafase cuando cabe hablar de existenciay unicidad de los precios de estado.

e Enunasegundafase el problema se concreta mucho més, ya que la pretensiéon del andli-
sisno es global sino especifico: setratadefijar el precio de un titulo a partir detitulosya
valorados (seglin € modelo de arbitraje) y de estados de natural eza definidos en laprimera
fase. Hacer que un planteamiento riguroso del problema que no conduzca a una solucién
no sirve de nada, por tanto, se partirade un sistemacompatible en € que el nimero detitu-
los seaigual al nimero de estados y que posea una solucién Gnica.

En este tipo de andlisis, 10s precios de estado obtenidos en la primera fase serian verdaderos
mientras que |os de la segunda serian pseudo-precios de estado; pero dado que lamayor parte delos
andlisis que se realizan pertenecen ala segunda categoria, cuando, en general, se habla de precios
de estado es muy posible que procedan de un planteamiento parcial similar a efectuado en lo que
hemos denominado segunda fase.
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IX. GENERALIZACION DEL MODELO BINOMIAL

Queremos valorar un titulo nuevo cuyo flujo deingresos es 1 si el estado de la naturaleza es
Ay 0s € estado es B. Lostitulos que cumplen lacondicion de retribuir con 1 unidad monetaria si
se alcanzaun determinado estado y con 0 en cual quier otro caso se denominan titulosArrow-Debreu,
lo mismo que a sus precios de estado; es evidente que debe existir € titulo simétrico para que los
mercados de titulos Arrow-Debreu sean compl etos, es decir, debe existir €l titulo que remuneracon
nada s se produce el estado A y con 1 unidad monetariasi se acanza el estado B.

Ty

Para poder valorar este nuevo titulo supondremos como hasta ahora que disponemos de dos
titulos en e mercado: un bono de precio B, que vale Ba en el estado A y Bb en el estado B; asimis-
mo disponemos del activo libre de riesgo que remunera cualquier cantidad en cualquier estado con
lasumal + r = R por unidad monetariainvertida.

Una cartera formada por Q4 unidades monetarias invertidas en €l activo libre de riesgo y por
Q, bonos, es decir: Q; + Q,B, tomaralos siguientes valores:
QR + Q,Ba enel estado A (45)
QR + Q,Bb en€l estado B (46)
En primer lugar, elegiremos Q; y Q,, con la condicidn que la cartera asi formada duplique

exactamente el primer titulo Arrow-Debreu, y para que no haya confusiones designaremos por Q5
y Q,, las componentes de la primera cartera, con lo que el sistema seré
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QlAR + QZABa =1
(47)
QAR + QaBb = 0
gue resuelto da:
1 b
Qa= — QA= - — (48)
B (a—b) R(a-b)

Ya que esta cartera produce € mismo flujo de ingresos que el activo considerado tendra el
mismo precio, con lo que € titulo Arrow-Debreu que proporciona 1 unidad monetaria en €l estado
acistay 0 en el bgjista, sera

R-b
Ty = Qa+ Qp= ——— (49)
R(a-h)

Deigual forma, €l titulo Arrow-Debreu que proporciona 1 unidad monetariaen el estado bajis-
tay O en el alcista, lo podremos duplicar con otra cartera formada por Qg y Qopg, siendo e sistema
aresolver:

QR + QgBa = 0
(50)
QiR+ QpBb =1
que resuelto da:
1 b
Qp=- —— Qp= ——— (51)
B (a—b) R(a-b)
y €l precio del titulo sera
a—-R
My=Qp+t Q= — (52)
R(a-b)
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Este resultado es simplemente una aplicacion de los razonamientos efectuados hasta ahora
pero con las siguientes caracteristicas diferenciadoras:

Si existen dos estados de la naturaleza A y B, y dos titulos que producen (Ba, Bb) y
(R, R) por unidad invertida, podemos construir dos titulos Arrow-Debreu con ingresos
(1,0)y (0, 1), y acontinuacion val orar estos titulos utilizando los precios de los otros dos
titulos existentes en el mercado.

Los precios de estado m, y m, no dependen de la probabilidad de que los precios de
los titulos suban o bajen. Sélo dependen de «cuanto» pueden subir o pueden bajar, es
decir, sélo dependen de los pardmetros del proceso estocastico que rige el comporta-
miento del titulo. Unavez conocido el proceso estocéstico se pueden hallar |os precios
de cada estado.

, podemos deducir que una cartera que

_ 1
Yaque se cumple laecuacion: m, + m, = —
R

1
paga 1 unidad monetaria en cualquier estado, debe tener hoy un precio de ? unidades
monetarias, |o cual expresalaequivalenciafinancierarepresentativadel valor de un bono

cupon cero (libre de riesgo) y €l precio de amortizacién de tal bono al final del periodo
considerado.

Estamos en condiciones de generalizar este método a un problema que incluya tres instantes
detiempo, o lo que esigual dos periodos compl etos:
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Situémonos al final del segundo periodo, en dicho instante sabemos que un titulo puro para
1 unidad monetariasi € estado delanaturalezaes AA, por g.emplo, y por tanto segin €l razonamien-

R-b
to efectuado antes, e precio de estado al finalizar el primer periodo seriade —R( 0 ; tambiény
a_ —
por el mismo razonamiento sabemos que no retribuye nada cuando el estado es B, Ba o BB, enton-
ces si retrocedemos un periodo mas y nos situamos en el instante inicial, podemos calcular €l
precio de estado consistente en alcanzar al finalizar el segundo periodo dos alzas consecutivas,
que seria:

R-b
Mgg = My | ——— | + mp . 0 = (m)? (53)
R(a—b)

Efectuando €l mismo razonamiento paralos deméas precios de estado, tendriamos:

|
~
s
o

N

Tiph =
(54
Ty = Thhg = 27Ny

Por induccién, € precio hoy de un estado a finalizar un periodo n cual quiera depende Unica
y exclusivamente del nimero de alzasa y del nimero debajasn—a = b, con lo que € precio detal
estado serd

n
Ta,na = (a) ng ”E-a (55)

gue no es mas que la probabilidad de que ocurra un determinado suceso, cuando laley querige tal
realizacion sigue una distribucién binomial; una vez debemos resaltar que la probabilidad de que
ocurrauno u otro estado no influye en € resultado final, y por tanto, éste esindependiente delapro-
babilidad establecidaa priori acercade que se produzca uno cualquieradelos estados. El precio del
bono dependera del estado que tenga lugar y la «probabilidad» asociada a valor atribuido al bono
se recoge através de los precios de estado 7, y 71, que como hemos hecho notar en el epigrafe VI
desempefian un papel que se puede asimilar a una distribucién de probabilidad.

Como conclusién de este epigrafe, podemos manifestar que unavez conocidos los precios de
estado, podemos evaluar cualquier titulo siempre que nos proporcionen sus flujos de ingresos en
todos los estados de |a natural eza considerados, como podemos ver en € gjemplo siguiente.
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Ejemplo:

Supongamos que queremos calcular €l precio de unaopcion de compraeuro-
peaa 1 afio sobre un bono cuyo precio vigente en el mercado esde 1.040y
su precio de gjercicio es de 1.050; los valores de a y b son los mismos que
hemos considerado hasta ahora, es decir, 1'1 paraay de (1'1)1 parab, y e
tipo de interés libre de riesgo es del 5%, con lo que R = 1'05. La unidad
temporal dereferenciaparaa, by Resel semestre.

Los precios de estado referidos a final del primer semestre son:

esigual a inverso de R:

1

de afio:

Tga = (m)2 = 04941
T = 2mym, = 03507
(mp)2 = 00622

Tiob

El precio de la opcion de compra vendra dado por:

2 2!

R-Db 105 — (1'1)L
Mg= —————— == = my = 070295
R(a—b) 105 [1'1 —(1'1)7Y
a-R 11 - 105
Yy = — = oy = = o = 0'24943
R(a—b) 105 [1'1- (117

Podemos comprobar, en primer lugar, que lasumade |os precios de estado

Ty + my = — = 070295 + 024943 = 0'95238 =
R

A continuacion cal culamos | os precios de estado correspondientes a final

C,= 2 — . gagna. max [aMaB — K, 0]
=1 gl (n—a)! a b

C, = 04941 . max[218'4; 0] + 0'3507 . max[-10; 0] + 00622 .
. méx [ - 190'40; 0]

C, = 10791

1

1'05
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X.EL MODELO BINOMIAL APLICADO A LA VALORACION DE BONOS

Hasta ahora nuestro interés 1o hemos centrado en presentar € modelo binomial sin més pre-
tensiones, ya que su aplicacion a calculo del precio de una opcidn de compra sobre un bono ha ser-
vido mas bien parailustrar la sencillez de su utilizacion, y en ninglin caso hemos pretendido demos-
trar una nuevatécnicade evaluacion, yaque lavaloracion de un titulo de rentafija presenta al gunas
particularidades que es necesario tener en cuenta.

La primera de estas particularidades y quizas la méas importante, es que un titulo derentafija
se amortiza en unafechay por un valor generalmente conocido; ello hace que en el arbol que con-
figura el modelo binomial, conozcamos su final con certeza, es decir, €l arbol no se puede prolon-
gar indefinidamente y ademas su punto final es conocido, hecho que no ocurre, por gjemplo, con una
accién ordinaria.

Otroelemento a cual queremosreferirnosesalaausenciadelaprobabilidad de alcanzar un esta-
do de la naturaleza concreto, tanto en la solucion final del problema como en cada una de las etapas
intermedias; parece pues que en cuaquier periodo la probabilidad de todos y cada uno de los estados
de la naturaleza sea la misma, cosa que constituye un razonamiento erréneo, ya que es posible que se
considere por parte del analistamés factible alcanzar un estado que otro, elemento que debemos intro-
ducir en e andlisis de manera explicita, de formaque afecte y esté presente en el resultado obtenido.

Ligado a este Ultimo argumento, estd el concepto de volatilidad de lostiposde interéso s se
prefiere del precio de los bonos; lavolatilidad influye basicamente en los bonos emitidos en fechas
recientes o en los que estan bastante algjados de su fecha de amortizacion. En nuestro modelo bési-
co podemos recoger la volatilidad y hacerla explicita considerando que los valores al aza (o ala
baja) estén influenciados bésicamente por la volatilidad presente en el mercado.

Y, por Ultimo, el modelo de val oracion el egido debe ser interactivo; ello significaque en cada
momento se deben comparar 10s resultados «tedricos» de nuestro modelo con larealidad y efectuar
|os gjustes o correcciones necesarios en los pardmetros con € fin de poder val orar deformaméspre-
cisa €l titulo objeto de seguimiento. Esta caracteristica que creemos que es muy necesaria en un
maodel o de val oracién de instrumentos financieros derivados sobre tipos de interés, yaque en lamayo-
ria de mercados se exige «seguir al mercado», por ello es conveniente disponer de un modelo flexi-
ble que permita aj ustes instantaneos.

XI.PLANTEAMIENTO DEL NUEVO MODEL O DE VALORACION

El modelo binomial considerado hasta ahora se basa en un proceso multiplicativo, de mane-
raquesi €l precio de un bono en un instante es B, a final del periodo seraBa o Bb, y si hemos ele-
gido: b = 1/a, entonces las rentabilidades medidas (exclusivamente) como variaciones de los pre-
Cios serén simétricas.
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Para que esta propiedad se cumpla siempre, es preciso que este concepto tedrico, lo traslade-
mos a campo del calculo de rentabilidades a partir de cotizaciones reales; imaginemos que dispo-
nemos de cinco observaciones de preci os correspondi entes a cinco instantes de tiempo consecutivos
de un bono, y que éstas son: 100, 115, 125, 115, 100; las ganancias absol utas (o pérdidas absol utas)
son 15, 10, -10, -15, y, s como parece ser el cédculo habitual (més bien naive), la rentabilidad en
porcentaje seria:

15 10 -10 -15
— 100 = 15%; —— 100 = 8'70%; —— 100 = -8%; —— 100 = -13'04%
100 115 125 115

Aunque los resultados en cifras absolutas son completamente simétricos, la operacion lleva
da a cabo para expresar |os resultados relativos de cada operacion particular de compraventa han
dejado de ser simétricos. ¢Qué ha ocurrido? Pues que aunque los numeradores de | as fracciones son
los mismos (los resultados en valores absolutos) |os denominadores no son los mismos en caso de
gananciaque en caso de pérdida, y resultaque cuando hemos perdido 15 unidades monetarias, «solox»
hemos perdido e 13%, mientras que en el caso de beneficio hemos ganado el 15%.

Este absurdo se elimina si cambiamos la definicion de resultado negativo y tomamos como
definicion lasiguiente: si los precios consecutivos de un titulo son By_q y B, larentabilidad R;, se

define como el logaritmo neperiano del cociente de ambos , esdecir:
-1
R = I (—Bt ) (56)
= In
Bi1

Aplicando estaférmula al ejemplo propuesto, tendriamos:

15 125

Ry = In = 013976 = 1398% R, = In = 008338 = 834%
100 15
15 100

R; = In = -0'08338 = -8'34% Ry = In = -0'13976 = -13'98%
125 15
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Supongamos que el precio inicia del bono es B, si €l precio sube serdBay si disminuye sera

B
—— = Bb . El resultado de lacompraventadel bono serd In (Z—a) = |na, encasodealza y de
a

B
Bb a _ .
In [— [ =1In |_—| =1In || = -Ina encasodebajade precio.
B B a

En este caso |os resultados son completamente simétricos, y € camino seguido por los pre-
cios tanto en € caso de alza continuada como de una baja indefinida sigue un proceso cuyos ele-
mentos varian en progresion geométricaderazén ay 1/a, respectivamente. El proceso presenta ade-
mas una particularidad muy importante, cuando la tendencia es bajista, el precio de un titulo nunca
Ilegaaser cero, lo cual en € caso de un bono es muy importante porque nunca puede al canzar pre-
Cios negativos.

Otra caracteristica del arbol que debemos construir, es que cuanto mayor seaa mayor ampli-
tud alcanzard el arbol en menos tiempo, es decir, las ramas extremas se separan (o divergen) més
répidamente, y como que en € arbol que estamos considerando, en cada etapa sélo hay dos posibi-
lidades: alza o baja, cada unacon una probabilidad de ocurrenciapy 1 —p, respectivamente, €l arbol
seguird una distribucion binomia cuya varianza expresarala amplitud del arbol.

Si construimos un arbol que reflgje la evolucion de larentabilidad producida por los valores
de un bono apartir delostiposal contado a corto plazo, conseguiremos que el nimero de nodos del
arbol tiendaa ser suficientemente grande de maneraque en el limite ladistribucién binomial se habra
transformado en una distribucién lognormal con mediay varianza conocidas; con €l fin de no per-
der continuidad en el razonamiento, la deduccién de lo que acabamos de enunciar se puede encon-
trar en el apéndice a fina de este trabgjo.

En & apéndice también hemos demostrado que conocida la varianza de los tipos a corto en
un conjunto de ramas del arbol, €l valor de a es: a= e°t, en la que o es la desviacion estandar de
las ramas consideradas y t €l tiempo en la que éstatiene lugar; si para simplificar tomamos t como
unidad de tiempo, €l afio por gjemplo, lo cua significaque o 2 eslavarianza anual, tendremos que
a=e9yh=¢e9 sendoay blastasas de crecimiento y decrecimiento anual, respectivamente.

Laeleccion delostipos a contado a corto plazo presenta una ventagja adicional, ya que ade-
mas de que éstos siguen una distribucion lognormal, tienen la propiedad de revertir haciala media;
cual quier model o que pretendaexplicar el comportamiento del valor de un bono es preciso que cum-
pla esta propiedad, ya que d final € valor de un bono esigual a su precio de amortizacion; existen
otros model os con hipo6tesis similares acercadel comportamiento delostiposacorto plazo, pero que
no cumplen con la exigencia de ser reversibles hacia la media; el cumplimiento de esta propiedad
tiene que ver con lavolatilidad esperada, si € valor de un bono debe tender hacia su precio de amor-
tizacion, lavolatilidad debe ser decreciente, en consecuencia, ladesviacién estandar o (y, por lo tanto
a = e9) seratanto mayor cuantos mas afios falten hasta la amortizacion.
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Lareversion hacia la media tiene otro significado adicional: si un tipo esta por encima (por
debajo) de la media, més tarde o més temprano tendra que disminuir (aumentar) de manera que la
probabilidad de un alza (unabaja) en lostipos esinferior ala probabilidad de una baja (un alza), y
esta probabilidad aumenta cuanto més al ejados estén los tipos de la media.

1. Aplicacion.

Consideremos que un bono cupdn cero a cual le faltan dos afios para su amortizacion por su
valor nominal de 1.000 pesetas cotiza a un precio B obtenido desconténdolo al tipo de actualizacion
cupdn cero a dos afios. Supongamos que los tipos de rentabilidad y de volatilidad anuales son los
siguientes:

PLAzos TipPos VOLATILIDADES
en anos % anual % anual
7 15
2 75 14

El valor actual del bono ser&
1.000 (1+ 0'075)2 = 865'33 (57)

Como €l valor del bono debe evolucionar desde el precioinicial de 865'33 hasta el precio de
amortizacion de 1.000 a cabo de dos afios, teniendo en cuenta que hay una etapaintermediaal fina-
lizar €l primer afio, € &bol que representalaevolucion del precio del bono ser&

1.000
Ba
865'33 1.000
Bb
1.000
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y laevolucion de los tipos de rentabilidad:

7%

Vamos aempezar deduciendo laecuacion querelacionar,y r,. Del apéndice deducimos que:
r,= €%y rp= e9°. Dividiendo miembro a miembro, tomando logaritmos y despgjando o, queda:

1
c=—— . In_2 (58)
2

o eslavolatilidad ados afios, que segiin latablaes del 14%, sustituyendo tenemos la primera ecua-
Cion del sistema:

1 ra
—.In = =014 (59)

L a segunda ecuacion la obtenemos aplicando la condicién de no arbitraje; si suponemos
(véase apéndice) que la probabilidad de un alza es igual ala probabilidad de una bajay ambas
igualesa 1/2.
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Entonces, tenemos que el valor actualizado (a instante inicial) del valor del bono al final del
afo 1: Ba (caso de alza) multiplicado por su probabilidad: 1/2, més el valor actualizado (también al
instante 0) del valor del bono al finalizar el afio 1: Bb (caso de baja) multiplicado por la probabili-
dad de ocurrencia: 1/2, debe ser igual a 865'33, es decir:

05.Ba + 05.Bb
= 86533 (60)

1'07

Como se puede ver laactualizacion se efectiaa 7% dado que es €l tipo de rentabilidad vigen-
te durante el primer afio.

De momento tenemos dos ecuaciones y cuatro incognitas, pero nos falta afiadir las ecuacio-
nes explicativas de los valores actuales del bono al finalizar el primer afio, valores que se calculan
actualizando el precio de amortizacidn en cada uno de |os escenarios previstos de dzay de bajade
tipos; dichas ecuaciones son:

1.000 1.000
— =Ba y ——— =Bb (61)
1+r,

Resolver el sistemaes muy sencillo (2), expresando en (59) r4 en funcidn de ry,, sustituyendo
la expresion hallada en (61), y éstas en (60), obtenemos:

rpg = 913% r, = 6'90% Ba = 916'35 Bb = 935'46

XIl. SISTEMATIZACION DEL CALCULO DEL VALOR DE UN BONO

Este ggemplo se puede completar considerando un horizonte més amplio; para ello conside-
remos la siguiente evolucién de los tipos de rentabilidad cupén cero y de volatilidad:

(2) Estas sustituciones se hacen comodamente en cualquier hoja de calculo proponiendo una solucion inicial para el tipo a
labajary, y resolviendo el sistema mediante una funcion adecuada; en el caso que nos ocupa hemos utilizado EXCEL
siendo la herramienta utilizada «buscar objetivo».
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PLAzos TiPoOs VOLATILIDADES
en anos % anual % anual

1 7 15

2 75 14

3 8 13

4 825 12

5 85 11

Esta estructura de tipos es «normal» en el sentido que los tipos aumentan con el plazo (pre-
ferencia de liquidez positivay creciente), mientras que las volatilidades decrecen con el paso del
tiempo.

El proceso de célculo en cada uno delos &rbolesa 3, 4, y 5 afios es similar a efectuado ante-
riormente cuando el plazo es de 2 afios, y consiste en efectuar |os siguientes pasos que hacemos con
detalle sblo para el bono a 3 afios:

PASO 1

Plantear €l arbol representativo de la evolucion de lostipos de interés que en caso de un bono
a3 afos seria

laa
9'1%
7% rab = rba
6'9%
rab
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Esde observar que como setratade tipos cupén cero, todos | ostipos hallados hastael momen-
to sirven cuando €l plazo de amortizacion se amplia, con lo cual tan solo precisamos hallar lostipos
correspondientes alas Ultimas ramas del arbol.

PASO 2

Se deben plantear las ecuaciones que nos permitirén hallar los tipos de rentabilidad cupdn
cero. Para plantear la primera de ellas debemos tener en cuenta que segiin (58):

= cIn —— (62)

Formando una ecuacion con primeray segunda, y otraecuacion con segunday tercera, pode-
mos escribir el sistema:

1 r
I =6 S,z .0
2 I'ab
(63)
1 r 1 r
~ m®2 - n® = Tl = (Tap)?
2 l'ab 2 I'oh
Sustituyendo la primera en la segunda, queda e sistema recurrente:
loa = Tap - €°
(64)

fab = Tohp - ez"
PASO 3

Planteamiento de las ecuaciones que permiten el célculo de los valores del bono a finalizar
e afo 2, que serian:

1.000 1.000 1.000
Baa = Bab e — Bbb e — (65)
1+ laa 1+ lap 1+ MNob
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PASO 4

Aplicacién a (65) de la condicion de no arbitraje y obtencion de |as ecuaciones que permitan
hallar los valores del bono a finalizar el primer afo:

12 By, + 12 By, 12 By, + 12 By,
Ba = B, = (66)
1+ 0091 1+ 0'069

PASO 5

Reiteramos la condicién de no arbitraje para obtener el valor actual del bono, que seria:

1/2 Ba + 1/2 Bb
B = (67)
1+ 007

yaque €l tipo de rentabilidad cupdn cero vigente durante €l primer afio es del 7%.

PASO 6

Como se trata de un bono cupén cero y el tipo de rentabilidad de los bonos cupén cero
a 3 afos es del 8%, tenemos que el valor actual del bono B, es conocido eigual a

1.000 (1+ 0'08)3 = 793'8

Tenemos, pues, un sistema formado por (64) con dos ecuaciones, por (65) con 3 ecuaciones, por
(66) con dos ecuacionesy (67) con una solaecuacion, es decir, 8 ecuaciones en total con 8 incég-
nitas, que Son r 4., I 3p, b Baar Ban Bop: Ba Y B, CUya solucién puede contemplarse en la pégi-
nasiguiente:
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EVOLUCION DE LOSTIPOS CUPON CERO Y DEL PRECIO DEL BONO A 3ANOS

11'5%
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EVOLUCION DEL PRECIO DE UN BONO A 4ANOS
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EVOLUCION DE LOSTIPOS CUPON CERO A 5ANOS

14'6%

12'7%

11'5%
117%
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EVOLUCION DE LOSVALORESDEL BONO A 5ANOS
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XI11. CALCUL O DEL PRECIO DE UNA OPCION

Supongamos que queremos calcular € precio de una opcion de compra europea a 3 afios, sobre
un bono cupdn cero con plazo de amortizacion de 5 afiosy cuyo precio de gercicio sea de 850 pesetas.

El flujo de ingresos de la opcion en el momento del gercicio sera

Max (0, Baaa—850) = Max (0, 784—850) = 0
Max (0, Baab —850) = Max (0, 822—850) = 0
Méx (0, Babb —850) = Max (0, 855—850) = 5
Méx (0, Bbbb —850) = Max (0, 882 —850) = 32

Actualizando este flujo de ingresos y aplicando la condicion de no arbitraje, obtenemos los
flujos del afio 2, que serian:

2.0+ 122.0

= 0
1+ 0'115337
2.0+ 12.5
= 22958
1+ 0'088931
12 .5+ 12 .32
= 17'312857

1 + 006857

Repitiendo la operacion, obtendremos el flujo de ingresos correspondiente a la finalizacion
del primer afio:

V2 .0+ 12, 22958

= 105189
1+ 0091285
1/2 . 22958 + 1/2 . 17'31
= 9171
1+ 0'068922
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El precio hoy de la opcidn de compra resulta de la actualizaci én de estos dos Ultimos val ores
aplicandoles previamente la condicion de no arbitraje;

0'5x1'05189+ 05x9'171
= 4777

1'07

Laevolucién delosvalores delaopcion atres afios lapodemos representar mediante €l siguien-
te diagrama:

4777

XIV.RESUMEN Y CONCLUSIONES

Existen otros métodos mas sofisticados para la val oracion de bonos y de instrumentos finan-
cieros derivados sobretipos deinterés, pero € presentado agui tienelaventajade que unavez enten-
dido es muy sencillo de plantear ya que las ecuaciones son recursivas 'y por tanto no hay peligro de
descuidarse de alguna. Lasolucién se obtiene de manerarapidasin necesidad de aplicar ningdin méto-
do complicado de calculo.

Presenta una versatilidad y flexibilidad muy grande, ya que €l andlisis se puede realizar con
lafrecuencia que el analista estime conveniente. Lo Unico que debe hacer esintroducir los tipos de
rentabilidad (diario, semanal, etc.) equivalentes al tipo anual, asi como transformar la volatilidad
gjustandola a la nueva periodificacion.
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Si se trata de valorar bonos con cupdn periédico en vez de bonos cupdn cero, cada cupon
expresado en unidades monetarias se debe considerar como un bono cupdn ceroy seactualizaal tipo
cupon cero correspondiente a plazo de pago del cupdn.

Si debido alas circunstancias del mercado se modifican los tipos y/o la volatilidad, tan silo
basta introducir los nuevos datos, y automaticamente quedan modificadas todas las cifras tanto de
tipos cupdn cero como los valores actuales del bono.

Permite ademas considerar diversos escenarios detipos de rentabilidad y de volatilidad, asi como
de asignar diferentes probabilidades a cada uno de dichos escenarios. En este orden de ideas debemos
tener en cuenta que la informacion disponible de los mercados es igua paratodo € mundo y que €
éxito de una operacion depende tanto del planteamiento y gjecucion inicial como del correcto segui-
miento de lamisma. Por tanto, el éxito de una operacién en los mercados financieros depende:

» Delainterpretacion que se haga de lainformacion disponible, y

» Delacapacidad de adaptacion al cambio en las condiciones del mercado.

En el modelo de valoracién que proponemos, la informacion se introduce de manera cuanti-
tativaal elegir losvaoresde alzay de baja, que condicionan en definitivalaevolucion futurade los
tipos, y, en consecuencia, de losvalores del bono. Si lainterpretacion que se hagade lainformacion
disponible es correcta o no queda en manos del analista ala vista de los resultados obtenidos en

desarrollo cuantitativo del &rbol, pudiendo contrastar en cada momento la bondad de la prediccion
efectuada.

APENDICE

DEDUCCION DE LA MEDIA Y LA VARIANZA DEL TIPO DE RENTABILIDAD

Definamos €l tipo de rentabilidad R, de un bono en un periodo cualquierat, por:

Bt

Bt.1

R = In (A1)

enlaqueB; esel valor del bono al findizar el periodo consideradoy B;_; es€l precioinicial del bono.
Para simplificar podemos considerar que el periodo es de un afio.
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Supongamos que €l valor de un bono B es unavariabl e aleatoria que puede tomar, a finalizar
un periodo considerado, dos valores:

Ba con probabilidad p
Bb con probabilidad 1 —p

siendo Ba > B > Bb, y supondremos parasimplificar laexposicion queb = l/a.

Larentabilidad obtenida en caso de alzadel valor del bono sera:

R = In [?3—61] = |na con probabilidad p (A2)
siendo en el caso de bajade
R = Inb = In %] = -Ina con probabilidad (1 —p) (A3)

El valor medio de esta variable aleatoria sera
E[Rl =p.Ilna+ (1-p).Inb= (2p-1) . Ina (A4)
Lavarianza de R; vendra dada por:
var(R) = E[RY - [ER)]? =
=p.(na)2+ (1-p) . (Inb)2 — (2p-1)2 (Ina)2 = (A5)

= (Ina)2 — (2p—1)2 (Ina)2

Cuando el nimero de observacionestiende ainfinito, laprobabilidad de un alza o de unabaja
tenderan aser igualesa 1/2, con lo que:

limvar (R) = (a2~ = Var (R) = (Ina)? (AB)

Asimismo, si consideramos que Var (R) aumentade formalineal con el tiempo tendremos que:

Var (R) = o2t (A7)
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De (A6) y (A7) deducimos que:

oVt = a= eVt (A8)

(InQ)2 = o2t = (Ina)

= goVt (A9)

(on
|

Si envez de considerar a'y b, tomamos |ostipos de rentabilidad en cadaestador, y 1y, lacon-
clusion seriasimilar:

ety g =eoVt (A10)
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